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Structure du cours:
(1) Définition générale, exemples (marches aléatoires)
Dynamique des lois, dynamique des observables, mesures stationnaires

(2) Réversibilité, spectre de la matrice de transition, convergence vers |'unique
mesure invariante

(3) Probleme de Dirichlet, temps d'atteinte

(4) Algorithme de recuit simulé, algorithmes de Monte Carlo, applications en
combinatoire et en physique statistique

Cf. https://jeremieunterberger.wixsite.com/monsite, rubrique Enseignement
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Exemple 1. Marches aléatoires

e (dimension 1) Z;,i =1,2,... variables de Rademacher
P[Z = 1] = %

e Position initiale (t =0): Xo = x € Z

e Position a l'instant n: X, =x+ 21 +...+ Z,

Xn

n

X = (Xp)n>0 v.a. dans (Q, F,P), définissent un processus stochastique
n+— X,(w) trajectoire aléatoire
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Exemple 1. Marches aléatoires

e (dimension 1) Z;,i =1,2,... variables de Rademacher
P[Z; = +1] =

e Position initiale (t =0): Xo = x € Z

e Position a l'instant n: X, =x+ 21 +...+ Z,

Xn

n

X = (Xp)n>0 v.a. dans (Q, F,P), définissent un processus stochastique
n+— X,(w) trajectoire aléatoire

Loi conditionnelle de la position a t = n en fonction du passé:
PX, = y|Xo =x, X1 = x1, X2 = x2, ..., Xp1 = X 1] = P[Z, = y — xp1]
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Rappel: P[X, = y|Xo = x, X1 = x1, Xo = %2, ..., Xn—1 = Xn—1] = P[Zy = y — Xn—1]

Propriété de Markov: le processus ne dépend que de son passé immédiat
P[X, = y|Xo = x, X1 = x1, Xo = x2, ..., Xp—1 = xp—1] ne dépend que de x,_1

La position a l'instant n ne dépend du passé
que via la position a l'instant n — 1

Formule des probabilités totales <=

P[Xn = y[Xo = %0, Xo 1 = Xn1] = P[Xy = y[Xo 1 = %, 1]
/‘

= proba de transition de x,—1 vers y = Py, sy
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1. Chaine de Markov: définition générale

(Q, F,P) espace de probabilités
S = espace des états ("space state”) supposé fini ou dénombrable
X = (Xi)n>0 suite v.a. a valeurs dans S

X est une chaine de Markov si et seulement si

’P[Xn =y|Xo =x0,. .-, Xn1 = Xp—1] = P[Xy = y[Xn—1 = Xp—1] ‘

» Chaine de Markov homogene:
probas de transition
P[X, = y|Xn—1 = x] = px—, indépendantes de n
loi de transition:
P[Xn = - | Xa—1 = x| loi de X, connaissant X,—1 = 3  pxsy =1

Sauf mention contraire, toutes les chaines considérées dans la suite sont supposées
homogenes.
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Esquisses d’'exemples: modeles physiques, chimiques et
biologiques

» Reproduction d'une population homogéne
Xn= # nombre d'individus au temps n
loi de transition donnée
Modele jouet (toy model):
processus de vie et de mort (birth and death process)
Pn—n+1 + Ph—n-1 = 1

» Génétique et transmission des caractéres: reproduction sexuée
Xn,= # pois a fleurs blanches (récessif), Y, = # pois a fleurs rouges
(dominant)

aléa: choix de I'allele lors de la reproduction
Lois de Mendel
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» Cinétique chimique
Réaction: A+ B LINYe
—> cinétique déterministe:
& = KAIB], T = F = —KAB]

dt
[1= concentratlon
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» Cinétique chimique
Réaction: A+ B K c
—> cinétique déterministe:
G = KAIB). % = “F = —KAB]
[1= concentratlon
induite par chaine de Markov X, = (a,, b, ¢,) € N3
P(a,b,c)—(a—1,b—1,c+1) X k X ax b

:=Cstex
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» Cinétique chimique
Réaction: A+ B K c
—> cinétique déterministe:

c
4 = KA[B], 4 = 4B — —K[A][B]
[1= concentratlon
induite par chaine de Markov X, = (a,, b, ¢,) € N3

P(a,b,c)—(a—1,b—1,c+1) X k X ax b

:=Cstex
en ce sens que
Elcht1/Xn = (8, b,¢)] =c+ Cste x k x ax b
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|
Cinétique chimique (suite) : trois remarques

» chaines de Markov en temps continu: temps de transitions eux-mémes aléatoires
(loi Exp(k), k=taux de transition)
non étudiées dans ce cours
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» chaines de Markov en temps continu: temps de transitions eux-mémes aléatoires
(loi Exp(k), k=taux de transition)
non étudiées dans ce cours

» version markovienne — cinétique déterministe + aléa
théoréme central limite: en temps long N — oo, ev &= N[C] + O(V/'N)

S

fluctuations
temps continu : t =n/N, N — co = 3 cn = [C](¢)
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Cinétique chimique (suite) : trois remarques

» chaines de Markov en temps continu: temps de transitions eux-mémes aléatoires
(loi Exp(k), k=taux de transition)
non étudiées dans ce cours

» version markovienne — cinétique déterministe + aléa
théoréme central limite: en temps long N — oo, ev &= N[C] + O(V/'N)
S
fluctuations
temps continu : t =n/N, N — co = 3 cn = [C](¢)

» Pourquoi introduire un aléa 7
» fluctuations thermiques (Einstein: cf infra, mouvement brownien)
température=désordre=aléa (Boltzmann) induisant un comportement
irréversible
» fluctuations quantiques (Fermi's golden rule)
? Comment passe-t-on de lois fondamentales hamiltoniennes réversibles a un
comportement macroscopique irréversible ?
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2. Marches aléatoires

Rappel: p«—, = P[X, = y|Xo—1 = x]

Suite de I'exemple 1, dimension d = 1,2, 3, ...
x,y € 79 réseau carré

Px—y = Py—x» ZZGZd pz = 1

» Marches aléatoires simples ;
p, =0saufsi||z||y =D |z|=1

°
P3 = =
/[)_1\" P1 = P(1,0), P2 = P(-1,0)
[ ) [ ] [ ]

p4</ P3 = P(0,1); P4 = P(0,—1)

» » Marches aléatoires simples symétriques
Pz = p—z = E[Xp11| Xy = x] = x
Dém.: E[Xp1|Xa =x] =, p-(x+ 2) = x. ]
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3. Dynamique de la loi

tn = Px, loi du processus au temps n,
to = Px, mesure (loi, distribution, condition) initiale
Formule des probabilités totales
Nn+1(}/) = IP)[Xn+1 = }/] = Zx P[Xn = X]P[XnJrl = Y|Xn = X]
= D n(X)Psy (%)
Matrice de transition
P := (px—y)x,y matrice (in)finie
» Cas de la marche aléatoire simple symétrique sur 7.:
Prosxtkl = P41 = 3
fins1(y) = 3(paly — 1) + pn(y +1))

o
=

[N
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3. Dynamique de la loi

tn = Px, loi du processus au temps n,
to = Px, mesure (loi, distribution, condition) initiale
Formule des probabilités totales
ﬂn+1(Y) = HD[Xn+1 = }/] = Zx P[Xn = X]P[XnJrl = Y|Xn = X]
= D n(X)Psy (%)
Matrice de transition
P := (px—y)x,y matrice (in)finie
» Cas de la marche aléatoire simple symétrique sur 7.:
Prosxtkl = P41 = 3
fins1(y) = 3(paly — 1) + pn(y +1))

[N

(%) <= fnt1 = pnP (Equation de Chapman-Kolmogorov)
Mesures pun, inr1=vecteurs ligne

nP = vecteur ligne X matrice carrée = vecteur ligne = mesure 10/18



3. Dynamique de la loi (suite)

Si p=mesure de proba, alors uP aussi:
Zux—l Zpﬁy—l Z(prpw =1)

La suite n +— p, = Px, s'appelle dynamique de la loi.
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3. Dynamique de la loi (suite)

Si p=mesure de proba, alors uP aussi:
Z,fo =1 ZPX*W - 1 Z(Z ﬂxpxﬁy - 1)

La suite n +— p, = Px, s'appelle dynamique de la loi.
» C'est un systeme dynamique déterministe sur |'ensemble des mesures de proba

Chapman-Kolmogorov = .
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Chapman-Kolmogorov = .

» Mais la suite n+— X, est un systeme dynamique aléatoire.
» Cas particulier (chaine de Markov inhomogene):
(fa)n, fa: S — S fonctions

{ Xo = xp déterministe } N
P[Xp11 = y|Xa = x] = 5}’7fn(x)
systeme dynamique déterministe (xn)n, Xp+1 = fn(Xn)
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3. Dynamique de la loi (suite)

Si p=mesure de proba, alors uP aussi:
Z,fo =1 ZPX*W - 1 Z(Z ﬂxpxﬁy - 1)

La suite n +— p, = Px, s'appelle dynamique de la loi.
» C'est un systeme dynamique déterministe sur |'ensemble des mesures de proba

Chapman-Kolmogorov = .

» Mais la suite n+— X, est un systeme dynamique aléatoire.
» Cas particulier (chaine de Markov inhomogene):
(fa)n, fa: S — S fonctions

{ Xo = xp déterministe } N
P[Xp11 = y|Xa = x] = 5}’7fn(x)
systeme dynamique déterministe (xn)n, Xp+1 = fn(Xn)

? Un systeme dynamique aléatoire est-il plus compliqué qu'un systéme dynamique
déterministe ?
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3. Dynamique de la loi (suite et fin)

Rappel.
> ltn4-1()/) = HD[)<n4—1 = )/] = j{:x HD[)<n = )<] HD[)<n4—l = )/‘)<n = )(] = ZZ:X ltn()<)l7x—+y

12/18



N
3. Dynamique de la loi (suite et fin)

Rappel.
> pni1(y) = PXorr = y] = >0, P[Xo = X] P[Xoi1 = y[Xo = x] = 32, pin(X)Pxsy

Formules duales: dynamique des observables
Observable=fonction sur S

feC°«+—f:S—C, f(x) = £,
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3. Dynamique de la loi (suite et fin)

Rappel.
> pni1(y) = PXorr = y] = >0, P[Xo = X] P[Xoi1 = y[Xo = x] = 32, pin(X)Pxsy
Formules duales: dynamique des observables
Observable=fonction sur S
feC’+—f:S—C, f(x) = £

Dynamique des observables: n— f,, f, : x — E,[f(X,)] = E[f(X))],

Xy=état a l'instant n de la chaine issue de x € S

E, = loi de la chaine de condition initiale 6, déterministe

fa(x)=moyenne des valeurs de f en les états
a l'instant n des trajectoires aléatoires issues de x
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3. Dynamique de la loi (suite et fin)

Rappel.
> ﬂn+1()’) = ]P)[Xn—H = Y] = ZX IPD[Xn = X] IED[Xn—&-l = Y‘Xn = X] = Zx ﬂn(X)Px—w

Formules duales: dynamique des observables
Observable=fonction sur S

feC°«+—f:S—C, f(x) = £,

Dynamique des observables: n— f,, f, : x — E,[f(X,)] = E[f(X))],
Xy=état a l'instant n de la chaine issue de x € S
E, = loi de la chaine de condition initiale 6, déterministe

fa(x)=moyenne des valeurs de f en les états
a l'instant n des trajectoires aléatoires issues de x

Définition. Pf = matrice carrée x vecteur colonne= vecteur colonne
+— Pf i x = (PF)(x) = 32, Pxosyf(y)
Analyse au premier pas: on conditionne suivant les valeurs de Xi,
> for1(x) = B[F(X50)] = 20, E[F (X0 0) [ X3 = y] PIXT =yl = 32, fa(y)Pxmy
Propriété de Markov
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Rappel.
fo1(x) = E[F(X7, )] = 22, EIF(X50) [ X2 = y] PIXY = y] =22, fa(y)Pxoy (%)
Propriété de Markov

fos1 = Pho, fa= P"f

soit f,. 1 = PfF, —

formules duales de i, = poP"
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Rappel.
fo1(x) = E[F(X7, )] = 22, EIF(X50) [ X2 = y] PIXY = y] =22, fa(y)Pxoy (%)
Propriété de Markov

foi1 = Ph, f, = P"f|

soit f,. 1 = PfF, —

formules duales de i, = poP"
Propriété de Markov (simple)
P[(Xnsn)nen+ € B X = yi (X’p)o<p<m—1 € A]
=P[(X%h)nen- € B] x P[X’ = yi (Xp)o<pem—1 € Al
Appl: B={z} (z€S), m=1,A=Q, sommer ), f(z)(---) = (*)

Dém. élémentaire: lois fini-dimensionnelles caractérisent la chaine = n < N; A, B
= singletons
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Rappel.
fo1(x) = E[F(X7, )] = 22, EIF(X50) [ X2 = y] PIXY = y] =22, fa(y)Pxoy (%)
Propriété de Markov

foi1 = Ph, f, = P"f|

soit f,. 1 = PfF, —

formules duales de i, = poP"
Propriété de Markov (simple)
P[(Xnsn)nen+ € B X = yi (X’p)o<p<m—1 € A]
=P[(X%h)nen- € B] x P[X’ = yi (Xp)o<pem—1 € Al
Appl: B={z} (z€S), m=1,A=Q, sommer ), f(z)(---) = (*)

Dém. élémentaire: lois fini-dimensionnelles caractérisent la chaine = n < N; A, B
= singletons

Généralisation immédiate:

Py [(Xintn)nen € Bi Xm = vi (Xp)o<p<m—1 € A
= Py[ Xn)nEN S B] X Puro [Xm =Yy, (Xp)ogpgm_l S .A]
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4. Mesures stationnaires

Définition. Une mesure p sur (2, F) est stationnaire pour la (chaine de Markov
de) matrice de transition P si pn = uP.

Lorsque S est infini, bien distinguer: mesures de proba stationnaires/mesures
stationnaires !

Notation. M (S)={mesures}, M;(S)={mesures de proba}, M(S) ~ R espace
vectoriel des mesures signées (=vecteurs lignes)
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4. Mesures stationnaires

Définition. Une mesure p sur (2, F) est stationnaire pour la (chaine de Markov
de) matrice de transition P si pn = uP.

Lorsque S est infini, bien distinguer: mesures de proba stationnaires/mesures
stationnaires !
Notation. M (S)={mesures}, M;(S)={mesures de proba}, M(S) ~ R espace
vectoriel des mesures signées (=vecteurs lignes)

Ex.: marche aléatoires symétrique simple sur 7.9
p=C> cz40x (C > 0) mesure stationnaire, mais pas mesure de proba
||| = p(S) = >, px est une mesure

» Si S est fini et u = uP mesure, alors [i = ﬁu,
de proba
» Calcul pourd =1: jy = %(ux_l + fxt1)
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4. Mesures (de proba) stationnaires (suite)

Rappel: marche aléatoire symétrique simple sur Z: iy = %(ux_l + lxt1)
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4. Mesures (de proba) stationnaires (suite)
Rappel: marche aléatoire symétrique simple sur Z: iy = %(ux_l + lxt1)

Rappel: suites récurrentes d’ordre 2: z,41 = az, + bz,—1
Equation caractéristique: r> = ar + b
L Gr + Gr (A #0)
Solution générale: { i
r"(CL + Gn) (A =0, cas résonant)

» Exo: p # 0 mesure stationnaire = p non normalisable, i.e. u(S) = oo
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4. Mesures (de proba) stationnaires (suite)
Rappel: marche aléatoire symétrique simple sur Z: iy = %(,ux_l + lxt1)

Rappel: suites récurrentes d’ordre 2: z,41 = az, + bz,—1
Equation caractéristique: r> = ar + b

o {Clrl"—i-CgrQ" (A #0)
Solution générale: { i

r"(CL + Gn) (A =0, cas résonant)

» Exo: p # 0 mesure stationnaire = p non normalisable, i.e. u(S) = oo

» Exo. (1ére variante, cf T.D.) marche aléatoire symétrique simple sur Z/NZ:
mesures stationnaires ZXGZ/NZ 0x normalisables

» Exo. (autres variantes, cf T.D.) conditions d’absorption/de réflexion au bord —»
mesures inhomogeénes

» Exo. (autres variantes, cf T.D.) cas des marches aléatoires simples asymétriques

@ Forte sensibilité aux conditions au bord !

— ? Limite en volume infini ?
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4. Mesures (de proba) stationnaires (suite)

Complément. Rappel: S = {x,} fini ou dénombrable
Notation (rappel): Mi(S) :={u: S = Ry | u(S) =1}, M(S) ={mesures
signées}
Distance en variation totale:

w,v € My(S) — p—v: S — R mesure signée

d(p,v) = u—v| =33, lux — vl €[0,1]
= M;(S) espace metrlque borné
Si S fini alors M;(S) C RS compact

— * THEOREME EXISTENCE MESURES STATIONNAIRES *
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2(uP.vP) = 3Py — (VP = 3013 (= 1)y < 3 =1l (32 ).
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. . n—o0 . .
Corollaire. Si uP" "= v, alors v est une mesure stationnaire.

Preuve. v, := uP" — v donc d’aprés le lemme, vpi1 = vpP — vP. O
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Complément. Rappel: S = {x,} fini ou dénombrable
Notation (rappel): Mi(S) :={u: S = Ry | u(S) =1}, M(S) ={mesures
signées}
Distance en variation totale:

w,v € My(S) — p—v: S — R mesure signée

d(p,v) = u—v| =33, lux — vl €[0,1]
= M;(S) espace metrlque borné
Si S fini alors M;(S) C RS compact

— * THEOREME EXISTENCE MESURES STATIONNAIRES *

Lemme. Les matrices de transition sont 1-Lipschitz, i.e. d(uP,vP) < d(u,v).

Preuve. 1
I
2d(uP,vP) =Y |(uP), — (vP)y| Z | Z(ux — v )Pasy| < Z e — v ( px—>y)~
y
O
Corollaire. Si puP" 2o v, alors v est une mesure stationnaire.
Preuve. v, := uP" — v donc d’aprés le lemme, vpi1 = vpP — vP. O

Les mesures stationnaires s'obtiennent comme limites lim,_, o, £P", p variant
parmi les mesures initiales.
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? Comment déterminer les mesures stationnaires ?
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? Comment déterminer les mesures stationnaires ?

Une classe particuliére fréquente et signifiante. Cas des chaines de Markov
réversibles.

Définition. On dit que P est réversible s'il existe (ax)xes coeffs > 0 non tous nuls
t.q.
Vx,y €85, Ay Py—x = AxPx—sy- (Rev)

Exo. v, = Zaxay mesure stationnaire.
y

» C'est plus simple de chercher des coeffs (ay)x vérifiant (Rev) que de résoudre
une équation aux valeurs propres.
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? Comment déterminer les mesures stationnaires ?

Une classe particuliére fréquente et signifiante. Cas des chaines de Markov
réversibles.

Définition. On dit que P est réversible s'il existe (ax)xes coeffs > 0 non tous nuls
t.q.
Vx,y €85, Ay Py—x = AxPx—sy- (Rev)

Exo. v, = Zaxay mesure stationnaire.
y

» C'est plus simple de chercher des coeffs (ay)x vérifiant (Rev) que de résoudre
une équation aux valeurs propres.

Exo. (cf. TD) Si P est réversible, on a une formule explicite simple pour les
mesures stationnaires (notamment lorsque celle-ci est unique).
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S espace d’état fini ou dénombrable

» Rappel. M, (S)={mesures}, M;(S)={mesures de proba}; M(S)={mesures
signées}

» Rappel. Si S fini il existe au moins une mesure stationnaire (normalisable).

» Remarque. Si vy, 15, ... mesures stationnaires, alors toute combinaison linéaire a
coeffs > 0 aussi. En particulier, Vt € [0,1], try + (1 — t)vo € M1(S) si

v1,va € My(S). N

comb. lin. convexe

Critere simple d'unicité des mesures stationnaires (Théoréme de Perron-Frobenius)

Définition. P est irréductible si Vx,y € S, il existe un chemin de x vers y,

X = X| =X = ... = Xp =Y, Px—sx15 Pxi—sxs « + 3 Pxg—sy > 0
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signées}

» Rappel. Si S fini il existe au moins une mesure stationnaire (normalisable).

» Remarque. Si vy, 15, ... mesures stationnaires, alors toute combinaison linéaire a
coeffs > 0 aussi. En particulier, Vt € [0, 1], ty + (1 — ) € My(S) si

v1,va € My(S). N

comb. lin. convexe

Critere simple d'unicité des mesures stationnaires (Théoréme de Perron-Frobenius)

Définition. P est irréductible si Vx,y € S, il existe un chemin de x vers y,

X = X| =X = ... = Xp =Y, Px—sx15 Pxi—sxs « + 3 Pxg—sy > 0

Exo. Soit v mesure t.q. vP = v. Si P est irréductible, alors v > 0 (vx > 0 pour
tout x).

Exo. Soit P irréductible. Alors I'espace propre {v € M(S) | vP = v} est de dim.
1, et est engendré par v € M1(S) mesure de proba.
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